[Ipod. Ap Bojucnas Auapuh

JIMHEAPHA TUO®AHTOBA JEJHAUYNHA

JlnodaHTOBE jeTHAYMHE CMO PEIllaBajiy y METOM, IIIECTOM M CEIMOM pa3pedy. Taaa cMo ce yrmo3Halu
u ca nojMoM [lnodaHToBe jeqHaunHe U MOjMOM pelieta JluodanToBe jenHadyunne. [{u/b oBe HacTaBHE TeMe
je ha ce nerajbHO pa3MoTpe nHeapHe [lnohaHToBe jeAHAYHHE.

Axo ¢y a, b u ¢ ienu 6pojeu u ab # 0, onna ce nuueapHa jeqHaunna ax + by = ¢, npu yeMy cy x u y
nenu OpojeBu, Ha3uBa JuHeapHa [lnodaHToBa jeJHauYMHA ca JBE HEMO3HATE.

CBaka JiMHeapHa jeIHaYMHa ca JIBE MPOMEHIBUBE U LIEI00POJHUM KOS(hHUIIMjSHTHMA MOXKE CE CBECTH Ha
jennaunHy obnuka ax + by =c.

Beh je pedeHo je 1a cy OCHOBHA IIHUTama Be3aHa 3a cBaky /lnodaHToByY jeqHaAUUHY:

1. Jloka3aTu win ONOBPTHYTH ITOCTOjambE PEIICHA.

Jla mu jeHaYMHA UMa KOHAYHO WU OSCKOHAYHO pellemha?

AKO jelHaYMHA UMa KOHAYHO Pelliekha KOJIUKO je TO?

AKO jeTHaYMHA Ma KOHAYHO PeIliekha, OAPEIUTH CBa HheHa peliekha,

a s DN

AKo jeqHaunHa IMa OECKOHAYHO MHOTO PelIeHa, OIpeUuTH GOpMYJIe KOje 1ajy CBa pelIeHha
(axo je To moryhe);
6. Opn cBux moryhmx periema H3IBOJUTH OHA KOja 3a[0BOJbaBajy MmoceOHe ycioBe (ako ce To
TPaXKH).
Oxroeope Ha OBa NHUTara, Kaja je ped o juHeapHoj Juo(haHTOBOj jeHAYNHHU ca BE MPOMEHJbUBE,
najy ciemehm mpuMepH W TeopeMme, TpH deMmy he Heka muTama W MpoOjIeMu OWTH TPETHpPAaHW Ha BHIIC
HauWHa, Kao Ha IMPUMEP, caM aJroOpUTaM 3a pelaBame JuHeapHe [lnodanToBe jeiHaunHe.

HIPUMEP 1. HUmajy au jeonauune x + y = 2006 u 2¢ + 10y = 2005 pewerwa y cxyny yeaux
opojesa?

PEHIEIE: TIpBa jeqHaunHa OYUTIeIHO HMa OECKOHAYHO MHOTO pelieha, jep je ypehenu map (x, y) =
(0, 2006 —xo), e je xo OUITO KOjU 11e0 OpOj, OMIITE METOOPOJHO pelliehe AaTe jeTHAUHHE.

Jlpyra jenHaurHa HeMa pellerha jep je 3a Ma KOju map Ienux OpojeBa (x, y) Ha JECHO] CTpaHa
jenHaynHe HemapaH 0poj, a Ha JIeBoj mapaH 0poj.

Ersucrennuja pemiema jeqnaunne ax + by = ¢y ckymy menux OpojeBa ce MOKe YCTaHOBHT3H Ha
OCHOBY cieniehe Teopeme.

TEOPEMA 1. Hompeban u dosoman ycnoe da auneapna Huoganmosa jeonauuna ax + by = ¢
(a, bu c cy yeau 6pojesu u ab Z0) uma pewere je oa je 6poj ¢ dewus ca H3/ (a, b).

JIOKA3: Hekaje H3/ (a,b) = d(d#1).

Ax0 je (o, Yo) jemHO 1enobpojHO peniee nuHeapHe [uodanrose jeqnaunne ax + by = ¢, tana je
axo + by = ¢. Tana mocroje y3ajamHo mpocTu uenu opojeu x u | TakBu na je a = xd u b = Id. 3naun na je
kdxo +1dyy =, 1j. d(xXo + lyo) = C. JIeBa cTpaHa jegHakocTH je fesbuBa ca d, ma Mopa 6urtu u fecHa, 1j. d | c.

Oo6puyto, Heka d | ¢. Taga mocroju 1meo O6poj M takaB ma je ¢ = md Kako ce 6poj d moxe
IPEJICTABUTH KA0 XOMOTIeHa NuHeapHa dyHkimja ox au b, Toje d = aga + fo (¢ 0 Z, B0 Z). Tana je
c=md=m(aa + fb) =a(ma) + b (MB), na je Xx=ma, y =mp, jeaHo pelieme gaTe jenHaqnHe. ¢

Buneru: (40) Biragumup Muhwuh, 3opan KagenGypr, dyman Bykuh: YBox y Teopujy 6pojesa — IpymTBo MaTremaTnyapa
Cpb6uje, beorpan, 2004. —tp. 44.



HaBeaumo u nBe HEIMOCPEAHE MTOCICANIEC JOKA3aHE TCOPEME.

HOCJIENUIIA 1. Jluneapua Huoganmosa jeonauuna ax + by = ¢ (a, b u ¢ cy yenu 6pojesu u
ab #0) uma ysex pewerse axo je H3/] (a, b) = 1,mj. yxonuxo cy a u b ysajamno npocmu yenu 6pojesu.

HOCJIEUIIA 2. Juneapna Juogpanmosa jeonauuna ax + by = ¢ (a, b u ¢ ¢y yeau 6pojesu u

ab #0) nema pewersa axo ce H3IJ (a, b) ne caopocu y c.

HIPUMEP 2. Jloxazamu 0a jeonayuna 2x + 5y = 111 uma beckonauno mHo2o yenobpojuux pewera,
a jeonauuna 3x + 6y = 1000nema yenobpojuux pewerva.

PEHIEWE: bpojeBu 21 5 cy y3ajaMHO IIpOCTH, I1a NIPBa jeAHAYMHA Ha OCHOBY mocieaune 1. yBex nma
peuiema.

Kaxo je H3/1 (3, 6) = 3u kako ce 3 He cagpxxu y 1000,Ha ocHOBY mocieauie 2, Apyra jeJHaYnHa
HEMa I1eJI00POjHHIX pelekha.

Axo jenHaunHu ax + by = ¢, uma pemema, 1j. ykomuko je H3/1 (a4, b) =d (d # 1) nemunan 6poja ¢, Tana
nocTtoje uenu opojeBu k, | u M, Takeu 1a je @ = xd, b =Id u ¢ =md Jennaunna tana nmocraje xdx + ldy =
md wu kx + |y =m. [Ipu Tom cy « u | y3ajamHO mpocTu.

Kako je mpobieM ersucTeHHIle pelieia jeHadnHe ax + Dy = ¢ mpeTxomHuM pasMaTpamuMa
paspeliieH, cieau IMOKyIaj na ce npoHalie W amropuraM 3a peliaBame CBUX JMHeapHuX J(nmodaHTOBUX
jemHavymHa.

OJJIEPOB METO/]

HIPUMEP 3. Oopedumu cea peuterva jeonauune 3x + 7y = 89, ako cy x u y yeau dpojesu.

PEHIEBE: Kako cy 3u 7 y3ajaMHO IIpOCTH OpOjeBH TO jeIHAYKMHA YBEK NMa PEIICHE.

PemnaBameM jenHauwHe MO X U TpaHC(OPMAIIMjOM HEHE IECHE CTpaHe y KOJHYHHUK, H00Hja ce
89-7y

jeIHa—KOCT X = =29-2y - y;Z , T1a je x 11eo0 Opoj camo ako je Opoj y — 21e/buB ca 3, Tj. aKo

je
y—2 =%, rae je k Heku 1ieo 0poj. Tagaje y = I + 2,a x = 25 — %. JloOujeHO peniewne je ONIITe PelicHhe

JaTe jeMHaYMHE W JaTa jeIHaYnHa Ma OECKOHAYHO MHOTO PEIeHa, jep e 3a CBAKO IEI00pojHO Kk mobuje
ypehenn map (x, y) = (25—%, 3x+2) Koju je pelemne 1are jeaHaunHe.

OBaj mocTymnak Koju je y TeopHju no3Hat kao OjiaepoB yecTo HHje (PyHKIMOHATAH, jep ce 10
KOHAUHOT pelieha 10J1a31 MPUMEHOM HITyCTPOBAHOT MOCTYIKA Y HEKOJIMKO KOpaka.

IIPUMEP 4. Oopeoumu cea peuterva jeonauune 40y — 63 = 521 axo cyx uy yenu dpojesu.

PEHIEBE: Kako cy 40u 63 y3ajaMHO IIpocTH OpOjEBH jeJHAUYNHA HMa PEIICHE.
80x +520+1-17x
4C '

1rx - 1. Jla 6u y 6uo 1ieo Opoj Mopa outH 1rx—1

W3 nate jennaunne je 40y = 63¢ + 521, majey =

Cnemn najey = 2c + 13 —

= a, TZI¢ je a HeKH 11e0

400 +1 _ 6a +1
=2a +

opoj. Kaxo je 17x — 1 = 4@, o cnenu na je x = . Cama he x Outh 1eo 6poj ako je



6a1;- 1 b. Onasne je 6a + 1 = 1'b. Maxie, a = 1b-1 =3b- bT-'-l Jla 6u a 6uo 11e0 6poj Mopa GuTH

b+1==6omaxmejeb=6& —1.Tamajea=3(6k—1) —x = 17 — 3,aomaBne jex = 2(1k —3) + &k —1 =
3k —6+6—1=4@ - 7.Konauno,y =2 (4k-7)+ 132 =8k —-14+ 13- 1¥+ 3 = 6% + 2. [Takre,
OIIIIITE pelerhe aare jennaunne je x =4k — 7,y =6 + 2 0 2).

MelhyTuM, nako je U3JI0KEHU MOCTYIAK jeIHOCTaBaH, OH HUje JIaK 32 TEXHUUKY pealin3aldjy. 3aTo ce
[IOCTaBJba MUTAkE HANTAXKEHha ePUKACHUjEr METO/a 3a pelllaBame JInHeapHe JnodaHToBe jeIHAYHHE.

METO/I ITOYETHOI" PEHIEBA

Hexa je (xo, yo) jemHo 1emobpojHo peierse jeanaunte ax + by = ¢, rae cy a u b yzajamuo npocT 1enu
opojesu. Kako je axo + byg = ¢, 10 je m ax + by = axy + by,. Tama je a(X — Xo) + b(y —VYo) = 0. Axo ce 1ena

jennaunna moxenu ca b (jep b mmje myma) mobuja ce na je %(X =Xg) Y — Yo = 0. Kako je necna crpana

jemHakocTH 11eo 0poj To Mopa 6uTH u JieBa. bpojeBr a u b ¢y y3ajaMHO TIpocTH 1€ OGpojeBH, IITO 3HAYM Ja
X — XoMopa outH aespuBo ca b. Jlakie, X — X = kb, rue je x 6mmo koju meo 6poj. Tama je x =X +bxk, a
y = yg —ak. Tume je moOHjeH jeaH palroOHalaH IOCTYIIAK 3a pelllaBame jeqHaunHe axX + by = ¢ xoju je
npenusupan cienehom Teopemom.

TEOPEMA 3. Axo je ypehenu nap (Xo, Yo) jeono pewerve nuneapne uopanmose jeonauune ax +
by = ¢ (ab 20 u a u b cy yzajmno npocmu yenu bpojesu), mada u camo maoa je perayujama x = xo + bx u
y=yo—ax (k [J2) deqpunucano onume peuterve oame jeOHauume.

JIOKA3: AxO je (o, Yo) jemHo pemieme nauHeapue J[modantoBe jemHaunmne ax + by = ¢, tama je
axo +byo=c. Kakojex =x¢ +bx u y =yg—ax (xje meo 6poj), ouma je ax +by = a(xg + bx) + b(yo —ax) =
aXo + abk + byy —bax =ax, + byp = ¢, mro mokasyje maje x =xo + bk W y = yo—ax jemHO pelieme aare
jemHaunHe.

JlokaKUMO W 1a APYruX peliema Hema. lIpermocraBumo na je (@, [) jeaHo onx pelierma aate
jeqHaYMHe KOje ce He MOJKE MPHUKa3aTh y 00muKy (xo + bx, yo — ax).

Axo je (@, f) jemHo perieme maTe jenHaunte, oumga je aq + bf = c. Kako je 3a cBako 11e7100p0ojHO K 1
a(xo + bx) + b(yo —ax) =c, 1o je a(xo + bx) + b(yo —ax) = aa + bp. Tana je a(xo + bk —a) + b(yo —ax —p) =
0.
b(Yo - a - f)

a

Kako cy a u b pazmuuntu on O, T0O je xo + bk —a = — . 306or Tora mTo cy a u b

y3ajaMHO TIPOCTH OPOjeBH CIIEAN 1A je Yo —ak — [ Ie/bKUBO ca a, ma yo —ak — f=a (M0 Z). Crnenu na je
B=yo—ax —am=yy —a(k + m). Axo je k + m = n (n O Z), tana je = yo —an. Y ToM ciy4ajy je
Xot+tbx—a =—bmmnaje a= xg+bxk+bm=x,+b(x +m) = xy + bn Konauno ce nobuja o = xo + bn,
B =y —an, mTo je MPOTHBYPEYHOCT Ca MPETIHOCTABKOM.O

HIPUMEP 5. Oopeoumu cea peuwerva jeonauune 4x + 5y = 100,axo cy x uy yenu dpojesu.

PEHIEBE: Kako je xo = 0, yo = 20jenno pememe aate jeTHaYMHE, TO CY CBa pPELICHa JaTe jeJHaYHE
nedunmcana ca: x = 5,y = 20 — 4 (x U Z).

HATIOMEHA: 3aBucHo ox u30opa "nouerHor" pemema MOTY ce J0OUTH Hau3rien "pasiuuuTd’, a y
CYLITHHCKHM HCTa pelliekha jJuHeapHe J(nodantoBe jeanaunHe: Ako je xo = 25, yo = 0 moduja ce peleme
x=25+8% y=-4(t02Z). Cmenom t =« — 5,080 pememe nocraje x = 5, y = 20 — 4, Tj. HICHTHYHO je ca
JOOUjCHIM.



[TPUMEHA JIMHEAPHUX JIMOPAHTOBUX JEAHAUYMHA

Jluneapue [uodanroBe jeqHauyMHE HUCY caMe ceOM LWJb M TO3HABAKE ANTOPUTMa 32 HHUXOBO
pelaBambe He 3HaYM HUINTA YKOJIUKO c€ OH He NMPUMEHHM y MmojecHUM curyanujama. Cnenehu npumepu he
[IOKa3aTu KOJIMKO cy JinHeapHe JluodaHTOBe jeqHAaYMHE KOPUCHO CpPEACTBO 3a pellaBamkbe pPasHUX
JuodanToBHUX MpobiieMa TEOPHUjCKe, Al U MPAKTUIHE PUPOIE.

IIPUMEP 6. Konuko uma naposa npupoonux 6pojesa (x, y) maxeux oa je 4x + 7y = 20057

PEHIEBE: Kako je 4496 + 73 = 2005,T0 je moueTHO pelieme aate jeanaunse (x,, v,) = (496, 3).

Omure peniewe je Tana x = 496 — &; y = 3 + 4 (k je ueo 6poj). OHO mWITO ce TpaXKku je Aa X U ) UCTOBPEMEHO
Oyny mpupomgHu, ma mopa Ooutu: x = 496 — % > O u y = 4 + 3 > 0. U3 mpBe HejeaHAKOCTH je
Tk < 496,ma je « < 70.300r mpyre HejeqHakocTH je 4k > — 3,1mto 3Hauu aa je xk = 0. [Ipema rome 0< x < 70,
ma ce go6uja Tauno 71 pememe Ko Kora Cy X U Y IPUPOTHE OpPOjeBH.
HIPUMEP 7. 'V 6epbepckoj paorwu Hnuje /loxmanosuha paoe bepbepu Muha u Janko. Onu cy 3a mauno
100 ounapa owmwanu ywemy xanemana 3namxosuha xoja opoju mauno 100 eojuux auya. Axo cy eojuuxe
wuwanu 3a noxa Ouxapa, nododuyupe 3a jedan Ounap, a oguyupe 3a nem OUHApa, KOJUKO BOjHUKA,
noooguyupa u ouyupa cy nodwwwanu Muha u Janko?

PEILIEWE: Heka je 6poj ommuimanux BOjHHKA X, OpOj OMHMIMIAHUX MoAodumupa y u 6poj OMHUIIIaHUuX
oummpa z. Taga je x + y + z = 100,jep ux yxkynHo uma 100. Llena mmmama je %x + y + 5z =100./Be
noOHjeHe jeqHavYnHe TPEeCTaBibajy cucteM Jlmo(daHTOBUX jemHavyMHa ca TPU HEMo3HaTe. AKO ce Of MpBe
jeaHadnHe OJy3Me apyra nqo0uja ce %x —4z=0.Cneau na je x = 8 Tana je 8z + y + z=100,na je y = 100

— 8. Ilpema ToMe omiuTe peiiewne T00HjeHor cucTema jeaHaunHa je. x = 8&; y = 100 — &; z =«x. C
003upom fa je 0<x =8 <100u,0<y =100 - 2<100,r0je 0< k< 11.

Cga "peanHa" pemema mpobiema nara ¢y y cieaehoj Tabenu, jep TeOpHjCKH, 3aaTak nMa OECKOHATHO
pelema, a y CBaKOAHEBHO], )KUBOTHO) CHTYyallju cBera 12:

K 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1”1

X 0 8 | 16| 24| 32| 40 48 656 64 72 80 B8

y (100 91| 82| 73| 64/ 55 4 37 28 19 10 |t

z 0 1 2 3| 4 5 6| 7 8 9 10 1“1

VY HapeIHUM MpuUMepUMa HeMa eKCIUTUIIUTHO JUHeapHuX /[nodaHTOBUX jenHAUYMHA, alu je JMHeapHa
jemHauynHa HHCTPYMEHT 3a pelllaBamke HeKUX HHTepecaHnTHUX J(nodanTckux mpodiema.

I[IPUMEP 8. Odpedumu cse ypehene napose (x, y) yenux 6pojesa x u y maro oa je x> — 3% = 17.

PEIIEE: Heka je x* = a u y* = b. Jlata nuneapHa JlnodanToBa je[HAUMHA je TaJa CKBUBAICHTHA Ca
jennaunnoM 7a — D =17 @ = 0,b = 0). JenHo pememe nare jenHaume je ap = 2,0y = —1,ma je ommre
pememe jennaunne 7a — 3 = 17, 1ato gopmynama a = 3k + 2,b = Tk — 1. [Jaxne, x°= 3 + 2u y* = Tx —1.

2 3agarak mocraBibeH y 6epOepckoj paxmu Mimje Jlokmanosuha y BameBy y janyapy 1961.romue.



Kako je x> = 3« + 2, T0 jeqHaunHA Hema pelicma, jep Huje Moryhe na KBagpar mpHpoOIHOT 6poja mpu
IeJbebY ca 3 1aje ocraTak 2.

[IPUMEP 9. [Tocmoje mu yenu 6pojesu x u'y maxsu oa sasxcu jeonaxocm: 3x° — 5y + 2)° — 4x + 5y
=7?

PEIIEE: Akoje 3 -5y +2° -4+ 5 =7,0maje 3’ -3y +3x —2p+2° -2 -+ T
—7 =0.To3naun ma je Ax(x —y +1) = P(x —y + 1) = 7 —y + 1) = Omaje (x —y + 1)(Xx -2 - 7) = C.
Tamajex —y+ 1 =0um 3x — 2 — 7 = 0.Ilpema Tome, nara jerHaunHa UMa OECKOHAYHO MHOTO peIIeHa, a
CBa pellIeHha JIaTe jeqHaYrHe onucana ¢y popmynama: 1)x =kuy =k + 1;2)x =2 + luy =Xk -2 [ JZ).

HPUMEP 10. Hexa cy X, % , ... , %005 BPUPOOHU OpOjesu maxeu oa je X2+ X% + .+ Xogod =
2035. Oopeoumu Xy , Xo 4 «.. , %005

PEIIEWE: Behuna 6pojeBa x; jegnaka je 1, acamo Heku of mux cy Behu o 1. Heka cy x1, x5, ...,

X, 2 2,a CBU OCTAIHM Xy41 = ... =Xp005 = 1.Taza je X242+ L +x 2 > na je 30or Tora 2035 = (c12 + x5
+o x5 D)+ (e F .. ool + X002 ) 2 Ak + (2005 —«) = 3 — 2005. U3 Hejennakoctn 20352 3k — 2005
ciaeaun z[aje 3k < 30,Haje K< 10.,[[31(.116 X11 = ... =X2005 — l,naje )C]_12 +)C]_32+ +)C20052 = 2005 — 10 = 1995.

Ipema ToMe x1° + ... +x10° = 2035 — 1995 = 40.

Axo y ckymy {x1, X2, ... ,X10} UMa a jenuuuna, b aBojkM, ¢ Tpojku, d ueTBOpKH, e mernna u f
mectuna, ogpa je. a + b +c+d+e+f=10 ua + 4b+ 9c+ 16d + 25 + 36f = 40. Axo ce ox mpyre
oJy3Me TIpBa jenHaunHa qoouja ce muHeapHa Juodanrosa jeqraunna 3b + 8¢ + 15d + 24e + 35f = 30.Tana
jef =0.Axojee=1,0ommaje 3b + & + 15d = 6.V tom ciayuajy 6u 6mno b = 2,a ocranu 6u 6wmau 0, ma 6u
ounoa + b + ¢ +d + e+ f = 3,mro je Hemoryhe, jep taj 36up uznocu 10. daxme e = 0,ma je 3b + & + 15
= 30.Kaxo cy 3b, 15d u 30 nespuBu ca 3, 7o Mopa 6utH U 8¢, Ia ce pasiuKy aBa ciaydaja c = 3umm ¢ = 0.

1) Akojec = 3,oHmaje 3b+ 24 + 18 = 30,na je b + 5d = 2u uma jeagHo pemieme:

- b=2ud=0,c=3,e=f=0,a=5maje F+F+F+2+2+21+ .. +F=27+8+ 2000 =2035
(3 tpojke, 2 mBojke u 2000jenunwMIa);

2) Axojec =0,onmaje 3b+ 15d = 30,na je b + 5d = 10u uma Tpu periema:
+b=10,a=c=d=e=f=0,maje Z+..Z+ 2+ ..+ =40+ 1995 = 2035 (1f8ojxu u 1995
JEIUHUTIA);

cb=5ud=1,c=e=f=0,a=4mje #+2+ .2+ 2+ ...+ F=16+ 20+ 1999 = 2035 (1
4eTBOpKa, 5 1Bojku 1 1999jenunuia);

«b=0ud=2,c=e=f=0,a=8majed + &+ 1+ ..+ F=32+2003 = 2035 (RerBopke u 2003
jenuHuIa).

Jlakie nara jemHadnHa ©Ma 4 pa3imauTa perniema.
3AJIALIU

1. Bnazga je Kkynmuo cBecke IO IICHHM Ol 7 AWHApa U OJIOBKE 10 IIeHH o1 4 nuHapa u 3a To morpoiino 60
nuHapa. Konmuko je Bnama kynuo oj0BKH, a KOJIMKO CBECKHU ?

2. Nznoc on 2007 nuuapa mialieH je HoOB4YaHMIIaMa oJf 2 AWHapa W 5 nuHapa. Komwko je kojux
HOBYaHHUIA OUITO ?

3. Onpenutu cBe nene OpojeBe X U Y Takse 1a je 4X + 9y = 58.

3 Jlara dopmyna y xOy cHCTeMy IpeIcTaBiba ABe IPaBe Koje ce ceKy y Taukd (x, y) = (9, 10).

Pememse (9, 10)je 3ajeqanuko 3a 06a omra pemema [are jeHadnHe.



10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.

23.

VY jennom paspeny Omio je 15 meBojumua u 18 meuaka. Kako he onu melycobno momenuru 1234
KIIMKEepa Tako J1a CBH Jeyalu A00Wjy jeqHak Opoj KIIMKepa M cBe AEBOjuuIle, Takohe, 1o0ujy jeaHak
Opoj kimKepa ?

Hoxkazatu 1a cinenehe jeqHaunHe HeMajy LETO0POJHUX peLIeHa!

a) 3+ 15 = 2006; b)135 =88: ) 18 — 33 = 4444444,
OnpennTH jeOHO peliere, a 3aTHM HaIllMCaTH OMIITe pememe cineaehux muHeapHux JnodaHTcknx
jemnaumna: a) X -5/ =77; b) 4x + 11y = 121; c) X-10@ = 35.

Kounmko nma mapoBa nmpupoaHux 0pojea (x, y) TakBHX fa Baxku jemaHakoct 3X + 7y = 5557

Opnpenutu cBe IPUPOAHE OPOjeBE KOjH 33]J0BOJHABAjY jeTHAUNHE!
a) X+2y+3z=16; b) 2+ 3y +4z=23.

Ha cxmaagmmry ce Hanmase ekcepu ymakoBaHu y caHmyke ox 16, 17 wmm 40 xumorpama. Kako, He
otBapajyhu canayke, kymiy ucnopyuntu Taudo 100kg execepa ?

JeBojka Illexepe3ana je u3 Hohu y HOh mpryana MOKHOM CyjITaHy 10 3 Wid 1o 5 0ajku. 3a KOJIUKO je
HajBuie Hohu Mora aa ucnpuda 1001npuuy ?3a KoIuKo je Holin HajOp)ke TO MOTJIa Ja YYUHU 7

V jemHoj xmikapu cBecka komra 0,5 (rona) €, 36upka 2€, a yubennk 5€. Ha konmko ce HaunHa 3a
taydo 100 €moke kynutu tauno 100npeamera?

2 2
Onpeautu npupoaHe OpojeBe X U Y Tako na je X + 4y = 244,

2 2

VY ckyny npuponHux OpojeBa pemTy jenHaunny: Sx + 3y = 1033
Ha xonmko HaumHa ce momohy cynoBa ox 2 1 7 autapa MOXe HaIyHUTH Oype uuja je 3anpemuHa 1234
mutpa. Koju je HajOpku, a KOjH je HajCIOPHjU HaYHH J1a CE TO ypaau ?

JlokazaTu 1a ce Kolka ca uBHIOM ayxxuHe 13 moxke mcehm Ha 1995 mMamux KOIKM ca HMBHIIaMa
nyxude 1, 2unu 3. Komuko ce npu ToM A00Hja KOLKH YHja HBULA UMa TYKUHY 37

Pa3znomax % OpeACTaBUTH Kao 30Mp TpH pa3ioMKa 4YWju cy ©U OpOjUOIM U HMEHHOLHN

jenHouudpenn 6pojesn.”

Onpenutu Tpormdpenu Opoj uyuje cy cBe IUdpPe pa3IuuuTe OJf HyJle, a 30Up CBUX PA3IUIUTHX
oI peHnx OpojeBa cacTaBJbeHHX of nudapa oBor Opoja (mudpe ce He MOTY TIOHABJHATH) jEAHAK j€
TOM OpOjy.

Ha xonuko HaumHa ce Opoj 1984 moxke mpeacTaBUTH Kao 30Mp Y3aCTONMHHX MPHPOIHUX OpojeBa U
KOju cy To OpojeBu?

Onpeautu mectonudpen Opoj uMju nmpous3Boau ca 2, ca 3,ca 4, ca 5 u ca 6 mpeacraibjy Takohe
mecrouudpeHe OpojeBe Koju ce MUIy y UCTHM Iu(paMa Kao U TpaxeHu Opoj.

Komnka nBnne 13cmucedena je Ha 1994 mame kouke ca 1eno0pojHOM OyXHHOM uBuIa. Komuke cy
JTUMEH3M]je TOOWjEHUX KOIIKU M KOJIHKO KOjUX KOIIKY UMa?

Opnpenutu cBe Tpouudpere Opojese koju ¢y 15myra Behu on 36upa cBojux nudapa.

*V cobu ce Hanase croiuile ca 3 u ca 4 Hore. Kajia Ha CBe CTONMIIE CEAHY JbYAH, Y COOM je yKymHO 69

Hory. Konmko y cobu uma cronuna ca 3, a Konuko ca 4 Hore?

VYuenuk tpeba na pemn 20 3amaTaka. 3a cBako TayHO peuiewe 1o0uja 8 moeHa, 3a HETAYHO PelICHE
My ce ony3uMa 5 moeHa, a 3agaTak Koju HHUje pelaBao ce He 0oayje. YueHuK je cakynuo 13 moena.
Komnmko 3amaraka je TaqHo pemmno?

OBo je npBu 1npobieM, Koju ce cBoau Ha JlnodaHTOBY jeHaYMHY, KOjU CE 110jaBHUO Ha j€JIHOM MaTeMaTHYKOM

TaKMUYEHY Y HAIIOj 3€MJBH.
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OnpenuTH KOIUKO IapoBa MpUpoAHuX OpojeBa (x, Y) 3am0oBosbaBa jeqHaunny 3x + 8y = 1996.

VY koopaunataoj xOY paBHu jaaTa je Taya M ca koopauHarama (5, 3).Kpo3 Tauky M koHcTpyuncaHa je
mmpaBa p Koja KoopAuHaTHe oce ceue y Taukama A (¢, 0) u B (0, b). Onpeaurtu cBe Bpennocta a u b
TaKo Ja cy u a u b mpuponsu 6pojeBu.

Axko ce m3mehy mudapa geoumdpeHor mpupoaHOr Opoja Hamuile Hya go0uja ce Opoj koju je 9 myra
Behu on nator. Onpenutu o KojuM OpojeBUMa je ped.

VY xOy xoopauHaTHOj paBHU AaTa je nmpasa 4x + 7y = 1998.Konuko Tauaka Ha 1aToj MpaBoj uMajy obe
KOOpAWHATE 11eJI00pOojHE U NpUTaajy IpBOM KBaJpaHTy KOOPAWHATHE PAaBHU ?

PEIIEBA

Ako je Opoj cBeckH X, a Opoj oyioBaka y, oHna je 7x + 4y = 60.JacHo je na X mopa OuTH AesbuBoO ca 4,
na y o03up nonase ciencha pemema: x =0,y = 15;x =4,y =8;x =8,y = 1.

Heka je 6wno x HoBYaHUIAa oJ 2 AMHApa U y HOBYaHMIA o 5 nuHapa. Tana je 2x + S5y = 2007 Jexno
peleme aare jeqHadune je X, = 1,y, = 401,ma je ommre pememe: x = 5k + 1,y = 401 — 2. Kaxko je 1
<x<1003u 1<y<40lcnemm naje 1< 5k + 1<1003u 1< 401 — 2 < 401,mmm 0 < k < 200,ma ce
TpakeHa UCIUIaTa MOXKE U3BPIIUTH Ha TauHo 201 HauuH.

JenmHo peleme nate jeqHaduue je x, = 10,y, = 2,1ma je omiure pemiewme: x = %k + 10,y = 2 — 4.

Hexa cy x u 'y 6poj kimkepa koje Tpeda na 1o6ujy neBojumie, oqHOCHO Aevyand. Tama je 15x + 18y =
1234wu jeqnaunna HeMa pellerha, jep je JeBa CTpaHa jeIHAKOCTH JIeJbHBa ca 3, a JeCHa HHje.

a) D (3, 15) =3, a 2006uje mespuBo ca 3;

b) D (21, 35) = 7a 88Huje memuBo ca 7;

c) D (18, 33) = 3a 0poj 444444 4uuje nespuB ca 3. .

a) X, =29,y, = 2, a ommire pememe je X = 5k + 29,y = 3k + 2.

b) x,=0,y, =11,a ommre pememe je x = 11k, y = 11 - 4.

C) X,=05,y, = 0,aommre pememe je x = 10k + 5,y = 7k.

JemHo pemiewe nate jenHavnHe je X, = 185,y, = 0,ma je ommre pememe: x = 185 — %, y = 3k. Kako
je3<x<185u3<y<79cnemu naje 3< 3k < 79,ma je 1 <k < 26,u nara jeqHayMHa UMa Ta4HO 26
peniewa y cKymy npupoanux opojesa: (3, 78); (10, 75); ... (171, 6); (178, 3).

a) Kakojex + 2y > 3,710 je 3z <16 — 3 = 13pa je 1 < z < 4. Pazmarpajyhu cBe moryhe ciydajeBe
nobujajy ce pemema: (1, 6, 1); (3, 5, 1); (5, 4, 1); (7, 3, 1); (9,B; (11, 1, 1); (2, 4, 2); (4, 3, 2);
6,2,2);(8,1,2);(1,3,3);(3,2,3); (53 (1,1, 4).

b) Kakoje 2x + 3y 2 5,710 je 4z <23 — 5 = 18na je 1< z < 4. Paszmatpa-jyhu cBe Moryhe ciayuajeBe
nobwujajy ce pememsa; (8, 1, 1); (5, 3,1); (2,5, 1); (3, 3, 2); (6,2; (4,1, 3); (1, 3,3); (2,1, 4).

Hexka cy X, y u Z penom OpojeBu ucnopydeHux canayka og 16, 17u 40kg. Taga je 16x + 17 + 40z =
100. Ouuraento je y mapan 6poj z = 0,jep jennaunne 16x + 1% = 60u 16x + 17/ = 20 Hemajy
pewema. Taga je 16x + 17 = 100,ma je x = 2,y = 4, z = Qjenuno moryhe pereme.

Ako je x 0poj Hohn y kojuma je Illexepe3ana npuuana 3,a y 6poj Hohu y Kojuma je mpuyana 5 6ajku,
onza je 3x + 5y = 1001.Tana je (332, 1)jenHo peuieme nare jeHAUYMHE, A je OIIITE PEIICHe: X =
332 - %,y =3+ 1.Kako je 0<y = 3k + 1< 200,10 je 0 < x < 66, n1a npobsiem uma 67 pememna.
Hajoprxu nHaumH na ce ucnpuuajy Oajke je ako je y mro Behe, Tj. 32 201 Hoh, a Hajcmopuje ako je x
wmro Behe nakie 3a 333H0hu.
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Hexka je 6poj cBecku x, 6poj 30upku y 1 0poj yudenuka z. Taga je x + y + z = 100,jep ux yKynHo uma
100. IToTpomieHo je YKyIHO %x + 2y + 5z = 100. /Ise nobujeHe jemHAuYMHE MPEACTaBIbAjy CUCTEM

JuodanToBHX jenHaunHa ca TpH Hemo3Hate x + y + Z = 100u x + 4y + 10z = 200.Ako ce oxn npyre
jenHaumne oxy3me npsa nobuja ce 3y + 9z = 100. lobujeHa jeqHauMHa HEMa pelleka, jep je jeBa
CTpaHa jelHauYMHe JieJbUBa ca 3, a JiecHa Hyje, na je Hemoryhe 3a 100 qunapa xynutu 100npeamera.

Axo je x* = au y* = b, nobuja ce jennaunna a + 4b = 244 JexnHo weHo pemewse je: a, = 0, b, = 61,
majea=x’=4xub =)*= 61—« Cuemn ga 6pojeBu xk u 61 —x MOpajy GHTH TOTIYH KBaIpaTH.
3naun aa je k = 25w k = 36. Taga cy pemwewma: x = 10,y = 6w x = 12,y = 5.

Hexka je x> = a u y* = b, no6uja ce jennaunna 5a¢ + 3b = 1033 Jeano meHo perewe je: a, = 2, b, =
34, majea =x"= 3k +2ub =)" =341 — & Kako je x* = 3x + 2 u kaxo cy Moryhu ocrauu npu
JeJbCHbY MOTIYHOT KBaaparta ca 3 jennaku O wiau 1, jemHaurnHa HEMa pelickba.

Ako je Opoj cynoBa o 2 nutpa x, a Opoj cynoBa of 7 nurapa y, onna je 2x + 7y = 1234 Kako je jenHo
peueme qodujeHe jenHauune x, = 617,y, = 0, To je ommre pememe x = 617 — &k u y = 2x. Kako je 1
Sx<s617u0<y <176c¢cnemn na je 0 <2x <176 mna je O <k <88, u nara jegnaunHa uma Taqyao 89
peuiewa y ckyy npupoaaux opojesa: (1, 176); (8, 174); ... (610, 2); (617,.QJaxie, mymeme Oypera
ce MO’Ke YIMHUTH Ha 89 pasnuunTHX HaYMHA, IPH YeMy je Hajop:ku npsu (177 cumama), a HajCIIopyju
nocieamny (617 cunama).

Heka je cy x, y u Z peaom OpojeBu kouku ayxune 1, 2u 3. Tagajex + y +z =1995ux + 8y + 27z =
13® = 2197 Axo ce on Apyre jeIHauMHE OIy3Me IIpBa, oHAa je 7y + 26z = 202 Jenuuo “"peanHo”
peniewe nooujene jennaunne y ckyny N, jey = 14,z = 4 maje x = 1995 — 18 = 1977

Kako je 140 = 22/5/7 nmennony TpakeHUX paziioMaka Mopajy outu jennonudpenu, nakiue 4, 5Su 7.
Tanma je Xy Yizo 281 , ma ce nobmja jemmaumua 35¢ + 28y + 20z = 281 =1 (mod 4)
4 5 7 14C
3akipydyjemMo 1a je x HemapaH 6poj mamu o 8, Takas ma je 35X =1 (mod 4) Hakne x = 3w x = 7.
Kako je 3ax =7, 35 + 28x + 202>245 + 28 + 20 = 293> 28], cienu na je x = 3. Tazga je 28y + 20z
2 6 281

3
=176 Ty+5z=4 i =2uz=6.T 0 e+ o+ 2= 2
i [y dnajey=2mu paerm 36up je o+ =+ o = o

AKo je TpaxkeHu 6poj abc ,onma je 100z + 1 + ¢ = ab+ba+ bc+ ch+ ac+ ca = 22@ +b +¢),
na ce gobuja jenHaunHa: 78z = 120 + 21c wim 262 = 4b + 7c. Kako je TpaxxeHu O0poj aesbuB ca 22,ma
npema Tome M ca 11,tojea-b+c=0wma—-b+c=11.

Axojea=Db -c,onmaje 26(b —)=4b + %, maje 2 b = 2, mrro 3nauwm na je mudpa b nepusa ca 3,
na je b jennako 3, 6mmm 9. Tana cy pemema npoGiema 6pojesu 132, 264u 396.

Axojea=11+ b —, onma je 26(11 + b <) = 4b + %, ma je 26 + 2b = 8 u jegHaunHa HeMa pelerba,
jep je 3c = 26 + 2b= 28, 1m0 je Hemoryhe.

+1)

Hekaje (a + 1) +(a + 2)+..+(a + k) = 1984.Tana je xa + K(KT = 1984umm k(2a + x + 1) = 21984

= 2'31.Kaxo cy OpojeBu k 1 2a + K + 1 pasuuuTe HapHOCTH, TO je ik K = 31um k = 2 = 128.
Axko je k = 31,012 je 2a + 32 = 128p1a je a = 48u TpakeHu 30up y3acTOIMHUX NPUPOTHUX OpojeBa je
49 + 47 + ...+ 79 = 1984.

Axko je k = 128,012 je 2a + 129 = 31pa a Huje npupoaax 6poj.

Hexa je Tpakenu mecrormdpenn 6poj k = abcdef. Kaxo je 1 6k mecrormdpenn 6poj, To je k
< 999999:6 = 1666661a je udpa a = 1. U3 unmenure k < 2k < 3k < 4k < 5k < 6k cnean na
cy npse mudpe OpojeBa k, 2k, 3k, 4Kk, SK M OK pa3nuyMTe, IITO 3HAYM Ja Cy cBe Ludpe
pasnuunte, U Aa HAjeaHa oa mux Huje 0. Ciaenu na je mudpa f memapua, jep ako 6u Omaa
napHa, oHga Ou mocinenma uudpa Opoja Sk 6una O, mTo Huje moryhe. JemHa o TpakeHUX
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mdapa je 5, jep ce S5k 30or HenapHocTu nudpe f curypno 3aBpmasa mudpom 5. MHO)EHEM
nernapue mudpe fca 1, 2, 3, 4, 5, Giodujajy ce Tpu mapHe U TpH HemapHe Hudpe, ma cy TpH
O]l TpaXeHUX Iu(apa mapHe, a TPU HEMapHE.

Hemapue uudpe cy 1, 5u f. Bpoj k ce 3aBpmasa mudpom f, 6poj 5k mudpom 5, a 6poj 3k mudpom 3f,
JaKJe, IPeoCcTaaoM HemapHoM udpoM, a o je 1. 3naunm ma je f = 7, ma cy mocnenme mudpe 6pojesa
X, 4 u 6k jegmake 4, 8 u 2 u Tpaxenu Opoj k mma mudppe 1, 2, 4, 5 7u 8. Tama je
200000 2k < 299999wu modmja ce 100000< x < 149999,ma je mudpa b < 4. Kako je
70000Ck 5k < 799999,10 je 140000< K, ma je uudpa b = 4, mrro 3naum na je b = 4.Crneau n1a je x
jeman ox OpojeBa 142587, 142857, 145287, 145827, 1482bii 148527. YcimoBuma 3amaTka

oxroeapa camo Opoj 142857,a OpojeBu k, 2, 3k, 4k, 5S¢ u 6k Tama cy. 142857, 285714, 428571,

571428, 71428k 857142.

Hexka cy Xy, Xp, ... ,X1994 Ty’KUHE WBUIIA TPAKEHUX KOIKH M HEKa j€ MPHU TOM X1, X, ... ,Xx= 2 ¥ HEKa
je Xer1 = X2 = ... =X1004= 1. Tama je 13 = 2197 =x,° + x> +...+ X1904 2 8k + 1994 —x = 7k + 1994 11a
je 7k < 2197 — 1994 = 203yHocHO K < 29.Taga je Xi° + X2 +...+ xpoo+ 1 + 1 + ... + 1 = 1994a je
X1S + X+ Xpeo = 2197 — 1965 = 232Hexka je mehy OpojeBuMa X; ... Xp9 a uMa Bpeanoct 1, buma
BpPeIHOCT 2, ¢ nMa BpexuocT 3, duma Bpeeanoct 4, e uma Bpeanoct 5 u f uma Bpenuoct 6. Tama je
atb+c+d+e+f=29%9ma+ 8b+ 2¢ + 64d + 125 + 216f = 232.Ako ce ox Apyre jeJHAKOCTH
oxy3Me mpBa gobuja ce7b + 2& + 63d + 124 + 215f = 203.Jacuo je ma je f = 0, ma ce mobuja
jennaumua: 7b + 2@ + 63d + 124 = 203.Kako je O0< e < 1,3a e = 0 mobuja ce jennaunna 7b + 2@ +
63d = 203Kako cy 7, 63u 203 1esbuBu ca 7, To je v 1 26¢ aesbuBo ca 7,ma je ¢ = Ownu ¢ = 7. Chenu
ma je 7b + 63d = 203um 7b + 63d = 21lpanocuo b + 9d = 2% b + 9d = 3.Csa pemema
no0MjeHuX jenHaunHa Aarta cy y cienehoj tradbenu:

Bpoj xonku umja uBMIA UMa AYKUHY:

1 2 3 4 5
1965 29 0 0 0
1973 20 0 1 0
1981 11 0 2 0
1989 2 0 3 0
1984 3 7 0 0

Heka je 10k + 10y + z = 15 +y + z).Tana je 85x = 5y + 14z.Kako cy 5u 85 nespuBu ca 5 to Mopa
oty 1 Z, ma ce nobuja 17x =y wim 17x =y + 14.TIpBa jennaunHa Hema pemere (jep je y < 9 u
X 2 1), a pememe apyre jeaHaun-He je: x = 1,y = 3, z = 5;1j. pagu ce o Opojy 135 = 15(1 + 3 + 5).
Hexka ce y cobu Hamasu X cronuiia ca 3 Hore u y cronuia ca 4 Hore. Tama je 3x + 4y + 2(x +y) =
5x + 6y = 69.Kako cy 6 u 69 ngespuBr ca 3, To je X HemapaH Opoj aesbuBO ca 3. JenHo ox Moryhux
peuiewa je (3, 9),ma je omure pemewe jeqaunte: X = 3 + &, y = 9 — &. Ca pemema npodiema cy:
(3, 9); (9, 4); y npBom ciryuajy je y coobu 12,a y npyrom 13 myam.

AKko je x Opoj TauHUX 3a/maraka, y Opoj HETAaYHMX 3a7aTaka, a Z Opoj HepelIaBaHuX 3a7aTaka, OHza je
x+y+2z2=20wu 8 —5 = 13. U3 npee jemqna-unne y = 20 —x — z,ma je 8x — 5(20 =x — z) = 13 win
13x + 5z = 113 na je Z=@=22—2X-¥.Taz{ajex— 1=% majex="5+1,
z=20-13%,y=8-1.3ax=0,000mjacex =6,y=z=7.

Omnire pememe nate jennadnte je: X = 660 — &, y = 3k + 2. /la Ou pemiema Ovim NpupoIHA OpOjeBH
Mopa 0< x £ 82,1a jenHaurHa MMa YKyIIHO 83 pelema y CKyIly IpUPOIHUX OpojeBa.
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Heka Tpakena mpaBa p uMma jemHaduHy y = kX + N. Kako mpaBa p caapxu tauke A, B u M To je:
O=xa+n;b=0+nu3 =%+ n. Etumunanujom xoedunmjeHara k u N goduja ce 3a + 5b =ab.
Tana je (a — 5)(b — 3) = 15pa npobiem nma vetrpu pemema: (a, b) O{ (6, 18); (8, 8); (10, 6); (20, ¥)
Axo je matu nBoumppeHn Opoj X_y ,ouma je 10k +y = 9(1&x +y), ma je 10x = 8y mnm 5x = 4y.
Tpaxene uudpe cy x = 4,y = 5,a natu 6poj 45.

Omninre pememne jeanaunde 4x + 7y = 1998y ckymy nenux OpojeBa je: X = 496 — &, y = 4k + 2.
Crnemm naje 0<y =4k + 2< 85,ma je 0 < k < 70, ma npasa caapxxu Tadyno 71 tauky umje cy obe
KOOpAWHATE IPUPOTHH OpOjeBH.



